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Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
Ðàññìàòðèâàåòñß ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèßõ ïðèáëèæåííîå àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è îá îáðàçîâàíèè íåñêîëüêèõ êðóãîâûõ
óïðóãèõ âêëþ÷åíèé (îáëàñòåé ñ äðóãèìè ñâîéñòâàìè) â ïðåäâàðèòåëüíî
íàãðóæåííîì èçîòðîïíîì áåñêîíå÷íî ïðîòßæåííîì óïðóãîì òåëå. Ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è îñóùåñòâëßåòñß íà îñíîâå òåîðèè íàëîæåíèß áîëüøèõ
äåôîðìàöèé. Ðåøåíèå íàõîäèòñß ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ëèíåàðè-
çîâàííûå çàäà÷è ðåøàþòñß ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ
ïåðåìåííûõ è èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè.
The plane problem of origination of some circular elastic inclusions (regions
with other properties) in a pre-loaded inﬁnite isotropic elastic body is solved
using an approximate analytical technique. The problem is formulated on
the foundation of the theory of repeated superposition of large deformations.
The perturbation technique is used for solution. The solution of linearized
problems is found using the complex variable theory, and integrals of the
type of Cauchy.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå; óïðóãîñòü;
íàëîæåíèå êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé; ïëîñêàß çàäà÷à.
Keywords: mode of deformation; elasticity; superposition of ﬁnite strains;
plane problem.
Ââåäåíèå. Èññëåäóåòñß íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå áåñêîíå÷íî
ïðîòßæåííîãî óïðóãîãî òåëà, â êîòîðîì ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðóæåíèß îä-
íîâðåìåííî îáðàçóþòñß íåñêîëüêî êðóãîâûõ óïðóãèõ âêëþ÷åíèé, ïðè êîíå÷íûõ
äåôîðìàöèßõ. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñß â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå (ïëîñêàß äåôîð-
ìàöèß). Ñ÷èòàåòñß, ÷òî âêëþ÷åíèß ïðèíèìàþò êðóãîâóþ ôîðìó â ìîìåíò èõ îá-
ðàçîâàíèß (â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîßíèè). Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà èñõîäíîãî ìà-
òåðèàëà òåëà è ìàòåðèàëà âêëþ÷åíèé îïèñûâàþòñß ïîòåíöèàëîì òèïà Ìóðíàãàíà
(ñæèìàåìûé ìàòåðèàë) èëè Ìóíè (íåñæèìàåìûé ìàòåðèàë).
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìåõàíè÷åñêàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàß. Â íà-
÷àëüíîì (íåíàïðßæåííîì) ñîñòîßíèè â òåëå îòñóòñòâóþò íàïðßæåíèß è äåôîðìà-
öèè. Çàòåì ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé íà÷àëüíîé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê òåëó,
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â íåì íàêàïëèâàþòñß íà÷àëüíûå áîëüøèå ïëîñêèå äåôîðìàöèè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì íàïðßæåíèß. Òåëî ïåðåõîäèò â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîßíèå. Â îáëàñòè, çà-
íèìàåìîé òåëîì, ìûñëåííî íàìå÷àåòñß íåñêîëüêî çàìêíóòûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé  ãðàíèöû âêëþ÷åíèé â ìîìåíò èõ îáðàçîâàíèß. Îáðàçóþùèå ýòèõ
ïîâåðõíîñòåé ïåðïåíäèêóëßðíû ïëîñêîñòè äåôîðìàöèè. Äàëåå ñêà÷êîîáðàçíî ìå-
íßþòñß ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â òåõ ÷àñòßõ òåëà, êîòîðûå îãðàíè÷åíû
íàìå÷åííûìè ïîâåðõíîñòßìè. Ýòî âûçûâàåò âîçíèêíîâåíèå â òåëå äîïîëíèòåëü-
íûõ áîëüøèõ (ïî êðàéíåé ìåðå, â îêðåñòíîñòè âíîâü îáðàçîâàííûõ ãðàíè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé) äåôîðìàöèé è íàïðßæåíèé, êîòîðûå íàêëàäûâàþòñß íà íà÷àëüíûå.
Èçìåíßåòñß ãðàíèöà òåëà, è îíî ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå (òåêóùåå) ñîñòîßíèå. Ôîðìà
è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âêëþ÷åíèé çàäàþòñß â ìîìåíò èõ îáðàçîâàíèß.
Ìàòåìàòè÷åñêàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è ôîðìóëèðóåòñß íà îñíîâå òåîðèè ìíîãî-
êðàòíîãî íàëîæåíèß áîëüøèõ äåôîðìàöèé â êîîðäèíàòàõ ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòî-
ßíèß. Ñ÷èòàåòñß, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ìàòðèöû è âêëþ÷åíèß
îïèñûâàþòñß îïðåäåëßþùèìè ñîîòíîøåíèßìè òèïà Ìóðíàãàíà èëè Ìóíè [3] è ÷òî
îáðàçîâàíèå âêëþ÷åíèß íå ìåíßåò íàïðßæåíèé è äåôîðìàöèé íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ìàññîâûå ñèëû ñ÷èòàþòñß ðàâíûìè íóëþ, íà÷àëüíûå íàïðßæåíèß è äåôîðìàöèè
ñ÷èòàþòñß îäíîðîäíûìè.
Ïóñòü èíäåêñ 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ñîñòîßíèþ, 1  ïðîìåæóòî÷íîìó, 2
 êîíå÷íîìó. Èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß [1, 2]:
un  âåêòîð ïåðåìåùåíèé, õàðàêòåðèçóþùèé ïåðåõîä èç ïðåäûäóùåãî (n− 1)-
ãî ñîñòîßíèß â ïîñëåäóþùåå n-å ñîñòîßíèå (u1  âåêòîð íà÷àëüíûõ ïåðåìåùåíèé,
u2  âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé);
p
∇  ãðàäèåíò;
Ψq,p  àôôèíîð äåôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå òåëà èç ñîñòîßíèß q â ñîñòîßíèå
p (Ψ0,1  àôôèíîð íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé, Ψ1,2  àôôèíîð äîïîëíèòåëüíûõ
äåôîðìàöèé);
∆m,n  îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà ïðè ïåðåõîäå èç m-ãî â n-å ñîñòîßíèå;
σ0,n  òåíçîð èñòèííûõ íàïðßæåíèé, îïèñûâàþùèé íàêîïëåííûå â òåëå íà-
ïðßæåíèß ïðè ïåðåõîäå èç íà÷àëüíîãî â n-å ñîñòîßíèå;
p0,n  ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà äëß n-ãî ñîñòîßíèß (äëß íåñæèìàåìûõ ìàòåðèà-
ëîâ);
k
Em,n  òåíçîð äåôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå èç m-ãî â n-å ñîñòîßíèå, îòíåñåííûé
ê áàçèñó k-ãî ñîñòîßíèß;
Fm,n  òåíçîðíàß ìåðà äåôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå èç m-ãî â n-å ñîñòîßíèå,
ñîîòâåòñòâóþùàß ìåðå Ôèíãåðà;
m
Σ 0,n  òåíçîð îáîáùåííûõ (ïîëíûõ äëß n-ãî ñîñòîßíèß) íàïðßæåíèé, îïðåäå-
ëåííûé â êîîðäèíàòíîì áàçèñå ïðîèçâîëüíîãî m-ãî ñîñòîßíèß;
Γ(i)  ãðàíèöà i-ãî êîíòóðà (i = 1, . . . , L, L  êîëè÷åñòâî âêëþ÷åíèé) â êîîð-
äèíàòàõ ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîßíèß;
N(i)  íîðìàëü ê Γ(i);
S(i) (i = 1, . . . , L)  îáëàñòü, âíåøíåé ãðàíèöåé êîòîðîé ßâëßåòñß êîíòóð Γ(i);
S(0)  áåñêîíå÷íàß îáëàñòü, îãðàíè÷åííàß êîíòóðàìè Γ(i) (i = 1, . . . , L).
Êàê èçâåñòíî [1, 2], ïðåæäå ÷åì ðåøàòü çàäà÷ó äëß êîíå÷íîãî ñîñòîßíèß â êîîð-
äèíàòàõ ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîßíèß, íåîáõîäèìî íàéòè âåêòîð íà÷àëüíûõ ïåðåìå-
ùåíèé u1 èëè àôôèíîð íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé Ψ0,1, ò.å. ðåøèòü çàäà÷ó äëß ïðî-
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ìåæóòî÷íîãî ñîñòîßíèß â êîîðäèíàòàõ ýòîãî ñîñòîßíèß. Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå
îäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà òåëà â íà÷àëüíîì ñîñòîßíèè íà÷àëüíûå äåôîðìàöèè áó-
äóò îäíîðîäíû. Çàäà÷à íàõîæäåíèß íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé ïðîñòà è â äàííîé
ñòàòüå íå ðàññìàòðèâàåòñß.
Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëß êîíå÷íîãî ñîñòîßíèß â êîîðäèíàòàõ ïðîìå-
















−1 · σ0,2 ·Ψ1,2−1. (2)
Äëß íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà (ìàòåðèàëà Ìóíè) äîëæíî âûïîëíßòüñß óñëîâèå
∆0,n = 0. (3)
Îïðåäåëßþùèå ñîîòíîøåíèß äëß èñõîäíîãî ìàòåðèàëà (ìàòåðèàëà ìàòðèöû)
çàïèñûâàþòñß â ôîðìå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîòåíöèàëó Ìóðíàãàíà
0
Σ0,2 = λM (
0









































































Ñîîòíîøåíèß (4) èëè (5) èìåþò ìåñòî â îáëàñòè S(0), à ñîîòíîøåíèß (6) èëè
(7)  â îáëàñòßõ S(i) (i = 1, . . . , L). Â ýòèõ ñîîòíîøåíèßõ
0
Σ0,2 = Ψ∗−10,1 ·
1
Σ0,2 ·Ψ−10,1 . (8)










F0,2 = Ψ∗0,2 ·Ψ0,2, (10)(
1 + ∆0,2
)




Ãðàíè÷íûå óñëîâèß âêëþ÷àþò óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè
σ0,2|∞ = σ∞, (13)
à òàêæå óñëîâèß íåïðåðûâíîñòè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u2 è âåêòîðà íîðìàëüíûõ
íàïðßæåíèé N1 ·
1
Σ0,2 ·Ψ1,2 íà ãðàíèöàõ âêëþ÷åíèé, ò.å. íà êîíòóðàõ Γ(i).
2. Ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.Äëß ðåøåíèß çàäà÷è ïðè-
ìåíßåòñß ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà (ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé) [2, 3, 5].
Ñóùíîñòü ìåòîäà ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì ñîñòîèò â ñëåäóþ-




è äëß âñåõ âåëè÷èí, âõîäßùèõ â ïîñòàíîâêó çàäà÷è, çàïèñûâàåòñß ðàçëîæåíèå â
ðßä ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Íàïðèìåð, äëß âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u2 òàêîå ðàçëîæåíèå





2 + . . . , u
(i)
2 ∼ qi+1. (15)
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîäîáíûõ ðàçëîæåíèé âî âñå óðàâíåíèß, âõîäßùèå â ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è, ðåøåíèå èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ñâîäèòñß ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó
ðåøåíèþ ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷.
Ëèíåàðèçîâàííàß çàäà÷à äëß êàæäîãî ïðèáëèæåíèß ðåøàåòñß ñ ïîìîùüþ
èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà [2, 6] ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ
Êîëîñîâà-Ìóñõåëèøâèëè [4]. Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ðåøàåòñß
çàäà÷à äëß îäíîãî âêëþ÷åíèß ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè, çàäàííûìè ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì. Ìåòîä ðåøåíèß ýòîé çàäà÷è äåòàëüíî èçëîæåí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñß ñïåöèàëèçèðîâàííàß ñèñòåìà ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ [2]. Âû÷èñëåíû ïåðâûå äâà ïðèáëèæåíèß (ëèíåéíîå è êâàä-
ðàòè÷íîå).
3. Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è äëß îäíîãî âêëþ÷åíèß. Ðàññìàò-
ðèâàåòñß äëß ñëó÷àß ïëîñêîé äåôîðìàöèè ëèíåàðèçîâàííàß çàäà÷à î êðóãîâîì
óïðóãîì âêëþ÷åíèè â áåñêîíå÷íî ïðîòßæåííîì óïðóãîì òåëå (ïðè îòñóòñòâèè ìàñ-
ñîâûõ ñèë). Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò óðàâíåíèß ðàâíîâåñèß äëß ìàòðèöû è
âêëþ÷åíèß
∇ · σM = 0, ∇ · σB = 0, (16)
ãðàíè÷íûå óñëîâèß
N · σM |Γ = N · σB |Γ +Q, uM |Γ = uB |Γ + u˜, (17)
óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè
σM |∞ = 0, (18)
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îïðåäåëßþùèå ñîîòíîøåíèß äëß ìàòðèöû è âêëþ÷åíèß
σM = λM (εM : I)I+ 2GMεM , σB = λB(εB : I)I+ 2GBεB (19)




(∇uM + uM∇). εB = 12(∇uB + uB∇). (20)
Çäåñü uM , uB  âåêòîðû ïåðåìåùåíèé â ìàòðèöå è âî âêëþ÷åíèè ñîîòâåòñòâåí-
íî (èëè ïðèðàùåíèß âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé), εM , εB  òåíçîðû ìàëûõ äåôîðìà-
öèé â ìàòðèöå è âî âêëþ÷åíèè (èëè ïðèðàùåíèß òåíçîðîâ äåôîðìàöèé), σM , σB 
òåíçîðû íàïðßæåíèé ëèíåéíîé óïðóãîñòè â ìàòðèöå è âî âêëþ÷åíèè (èëè ïðèðà-
ùåíèß òåíçîðà íàïðßæåíèé), Γ  ãðàíèöà âêëþ÷åíèß, N  âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé
ãðàíèöå, Q è u˜  ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû íåâßçîê ïî íîðìàëüíûì íàïðßæåíèßì
è ïî ïåðåìåùåíèßì íà ãðàíèöå.
Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ê
ðåøåíèþ çàäà÷è íåëèíåéíîé óïðóãîñòè íà ýòàïå íàõîæäåíèß ðåøåíèß îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèß, óäîâëåòâîðßþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèßì. Òàêîé æå âèä èìååò çàäà÷à,
âîçíèêàþùàß íà êàæäîì øàãå ìåòîäà Øâàðöà ïðè ðàñ÷åòå íåñêîëüêèõ âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ âêëþ÷åíèé â áåñêîíå÷íî ïðîòßæåííîì òåëå.
Îòìåòèì, ÷òî áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè (18)
çàìåíåíî óñëîâèåì σM |∞ = σ∞, ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å, ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå,
ïðåäñòàâèâ ïîëå íàïðßæåíèé â âèäå ñóììû äâóõ ïîëåé: ïîñòîßííûõ íàïðßæåíèé,
ðàâíûõ σ∞, è äîïîëíèòåëüíûõ íàïðßæåíèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ (18).
Äëß ðåøåíèß ïëîñêîé çàäà÷è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êîìïëåêñíûå ïîòåí-
öèàëû ÊîëîñîâàÌóñõåëèøâèëè [4]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕM (z), ψM (z) êîìïëåêñíûå
ïîòåíöèàëû äëß ìàòðèöû, à ÷åðåç ϕB(z), ψB(z)  êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû äëß
âêëþ÷åíèß. Êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðßæåíèé σM è âåêòîðà ïåðåìåùåíèé uM äëß

































Çäåñü è äàëåå z îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. ×åðåç
t = eiθ áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó êîíòóðà Γ (ãðàíèöû âêëþ÷åíèß).
×åðåç S+ áóäåì îáîçíà÷àòü êîíå÷íóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì Γ (îáëàñòü
âêëþ÷åíèß), à ÷åðåç S−  áåñêîíå÷íóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ýòèì êîíòóðîì
(îáëàñòü ìàòðèöû).
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Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà âêëþ÷åíèß ïðåäñòàâëßåò ñîáîé åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ðåøåíèå äëß êðóãîâîãî âêëþ÷åíèß
ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà ñ ïðîèçâîëüíûì öåíòðîì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òåì æå
ñïîñîáîì, ÷òî è äëß óêàçàííîãî ñëó÷àß, íî âûêëàäêè áóäóò áîëåå ãðîìîçäêèìè.
Ïåðâîå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (17) ñ ó÷åòîì (22), (24) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèß ïî
êîíòóðó ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå [4]
[ϕM (t) + tϕ′M (t) + ψM (t)]
∣∣∣
Γ















Çäåñü t0 = eiθ0 è s = eiα íåêîòîðûå òî÷êè êîíòóðà Γ, à q = Q1+ iQ2  êîìïëåêñ-
íîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà íåâßçêè ïî íîðìàëüíûì íàïðßæåíèßì Q.
Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (17) ñ ó÷åòîì (21), (23) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
1
2GM












çäåñü h(t) = u˜1 + iu˜2 êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà íåâßçêè ïî ïåðåìåùå-
íèßì u˜.










Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ϕM (z), ψM (z) ßâëßþòñß àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèßìè










Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ϕB(z), ψB(z) ßâëßþòñß àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèßìè
âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà (ïðè |z| < 1) è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðßäîâ










Èñïîëüçóß ðàçëîæåíèß (28), (29) è ó÷èòûâàß, ÷òî íà êîíòóðå Γ ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå t¯ = t−1, ìîæíî çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ â ãðà-
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Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (30)(33) â ãðàíè÷íûå óñëîâèß (25), (26) ñ ó÷åòîì ðàç-
ëîæåíèé (27) ïîçâîëßåò çàïèñàòü áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëß íàõîæäåíèß êîýôôèöèåíòîâ ak, bk, ck, dk. Îäíàêî áîëåå óäîáíî
âûïèñàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèß òîëüêî äëß íàõîæäåíèß íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ
ýòèõ ðßäîâ, à îñòàòêè ðßäîâ íàéòè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè. Äëß ýòîãî
ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå
ϕM (z) = a0 + ϕ∗M (z), ψM (z) = b0 + b1z
−1 + ψ∗M (z), (34)
ϕB(z) = c0 + c1z + ϕ∗B(z), ψB(z) = d0 + ψ
∗
B(z). (35)




















Ôóíêöèè g(t) è h(t) ïðåäñòàâèì â âèäå
g(t) = g0 + g1t+ g∗(t), h(t) = h0 + h1t+ h∗(t). (38)
Ôóíêöèè ϕ∗M (z), ψ∗M (z), ϕ∗B(z), ψ∗B(z) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé
[ϕ∗M (t) + tϕ∗M
′(t) + ψ∗M (t)]
∣∣∣
Γ



















































































































































































t− z . (46)
Èñïîëüçóåì òåïåðü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè [4]:













t− z = 0 ïðè z ∈ S
− . (48)
2. Åñëè ôóíêöèß f(z) ãîëîìîðôíà â S−, âêëþ÷àß áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó,






t− z = −f(z) + f(∞) ïðè z ∈ S
− , (49)






t− z = f(∞) ïðè z ∈ S
+ . (50)
Ïóñòü ñíà÷àëà z ∈ S−. Èñïîëüçóß (48) è (49) è ðàçëîæåíèß (41)(44), ìîæíî
çàïèñàòü óðàâíåíèß (45) è (46) â âèäå



















t− z . (52)
Çäåñü ϕ∗B ′(z) è ψ∗B(z)  ôóíêöèè, ïîëó÷àåìûå çàìåíîé z¯ íà 1/z â âûðàæåíèßõ
ϕ∗B
′(z) è ψ∗B(z) ñîîòâåòñòâåííî.
Èñêëþ÷àß èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (51), (52) âûðàæåíèå zϕ∗B ′(z)+ +ψ∗B(z)−2c2,
ìîæíî íàéòè ϕ∗M (z):




















Ïóñòü òåïåðü z ∈ S+. Ó÷èòûâàß (47) è (50) è ðàçëîæåíèß (41)(44), ìîæíî
ïðèâåñòè óðàâíåíèß (45) è (46) ê âèäó
zϕ∗M





















t− z . (55)
Çäåñü ϕ∗M ′(z) è ψ∗M (z)  ôóíêöèè, ïîëó÷àåìûå çàìåíîé z¯ íà 1/z â âûðàæåíèßõ
ϕ∗M
′(z) è ψ∗M (z) ñîîòâåòñòâåííî.






















×òîáû íàéòè ôóíêöèè ψM (z) è ψB(z), ïðèìåíèì ê ãðàíè÷íûì óñëîâèßì (39),
(40) îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðßæåíèß
[ϕ∗M (t) + tϕ
∗
M
′(t) + ψ∗M (t)]
∣∣∣
Γ










































































































































t− z . (60)
Êàê è ðàíåå, ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z ∈ S−. Èñïîëüçóß (48) è (49) è
ðàçëîæåíèß (41)(44), à òàêæå ó÷èòûâàß, ÷òî íà êîíòóðå t = t−1, ìîæíî çàïèñàòü



























t− z . (62)
Èñêëþ÷àß èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (61), (62) ôóíêöèþ ϕ∗B(z), ìîæíî íàéòè
ψ∗M (z):


























È íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z ∈ S+. Èñïîëüçóß (47) è (50) è ðàçëî-











t− z , (64)
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2GM















t− z . (65)




























Ôîðìóëû (63) è (66) ïîçâîëßþò íàéòè ôóíêöèè ψ∗M (z) è ψ∗B(z), êîãäà ôóíêöèè
ϕ∗M (z) è ϕ∗B(z) óæå èçâåñòíû.
Äëß îïðåäåëåíèß êîýôôèöèåíòîâ a0, b0, c0, d0, b1 è c1, íåîáõîäèìûõ äëß íà-
õîæäåíèß ôóíêöèé ϕM (z), ψM (z), ϕB(z), ψB(z), ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèß (27)(29)
â ãðàíè÷íûå óñëîâèß (25), (26) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà t = t−1 è ðàññìîòðèì â ïîëó-
÷åííûõ ðßäàõ ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå t0 è t1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
óðàâíåíèß:






(æBc1 + c1) + h1, (68)
a0 + b0 = c0 + 2c2 + d0 + g0, (69)
1
2GM
(æMa0 − b0) = 12GB (æBc0 − 2c2 − d0) + h0. (70)
Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (67) è (68) ïîçâîëßåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
êîýôôèöèåíòû b1 è c1. Êîýôôèöèåíòû a0, b0, c0 è d0 îïðåäåëßþòñß èç ðåøåíèß
ñèñòåìû (69), (70). Ëþáûå äâà èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò áûòü çàäàíû ïðî-
èçâîëüíî. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü a0 = b0 = 0, òîãäà êîýôôèöèåíòû c0 è
d0 îïðåäåëßþòñß îäíîçíà÷íî. Èçìåíåíèå çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ a0 è b0 ñîîò-
âåòñòâóåò æåñòêîìó ñìåùåíèþ âñåãî òåëà êàê öåëîãî. Îòìåòèì, ÷òî äëß ðåøåíèß
ñèñòåìû (69), (70) íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî íàéòè çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà c2.
Ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæåò áûòü íàéäåí ïîñëå îïðåäåëåíèß ôóíêöèè ϕ∗B(z).
Èçëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è â ñëó÷àå, êîãäà ìàòåðèàëû ìàò-
ðèöû è âêëþ÷åíèß íåñæèìàåìûå. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî ïîëîæèòü æM = 1 è æB = 1.
4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 1, 2 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ äëß çàäà÷è îá îäíîâðåìåííîì îáðàçîâàíèè äâóõ îäèíàêîâûõ âêëþ÷åíèé â
ïðåäâàðèòåëüíî íàãðóæåííûõ òåëàõ èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Ðàñ÷åòû âûïîë-
íåíû äëß îäíîîñíîãî íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèß íà áåñêîíå÷íîñòè: σ∞11 = σ∞12 = 0,
σ∞22 = p. Öåíòðû âêëþ÷åíèé ðàñïîëîæåíû íà îñè x, ðàññòîßíèå ìåæäó íèìè â
ìîìåíò îáðàçîâàíèß d = 3R (R  ðàäèóñ êàæäîãî èç âêëþ÷åíèé â ìîìåíò îáðàçî-
âàíèß). Öåíòð îäíîãî èç âêëþ÷åíèé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå èñòèííûõ íàïðßæåíèé σ11 è σ22 íà îòðåçêå,
ñîåäèíßþùåì öåíòðû âêëþ÷åíèé, äëß òåëà èç ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà. Êîíñòàíòû
ìàòåðèàëà ìàòðèöû: λM/GM = 2, CM3 = CM4 = CM5 = 0. Êîíñòàíòû ìàòåðèàëà
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âêëþ÷åíèß: GB/GM = 5, λB/GM = 7.5, CB3 = CB4 = CB5 = 0. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû
ïðè p/GM = 0.3. Ñïëîøíàß ëèíèß íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ðåøåíèþ
(íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ), à ïóíêòèðíàß ëèíèß  ðåøåíèþ ñ ó÷åòîì íåëèíåéíûõ
ýôôåêòîâ.




























Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå íàïðßæåíèé íà îòðåçêå, ñîåäèíßþùåì öåíòðû âêëþ÷åíèé,
äëß ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà
Íà ðèñ. 2 äàíû àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè äëß òåëà èç ìàòåðèàëà Ìóíè. Êîíñòàíòû
ìàòåðèàëîâ ìàòðèöû è âêëþ÷åíèß: GB/GM = 5, βM = βB = 1. Ðàñ÷åòû âûïîëíå-
íû ïðè p/GM = 1.


























Ðèñ. 2: Ðàñïðåäåëåíèå íàïðßæåíèé íà îòðåçêå, ñîåäèíßþùåì öåíòðû âêëþ÷åíèé,
äëß ìàòåðèàëà Ìóíè
Ñîïîñòàâëßß ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2, ìîæíî âèäåòü, ÷òî õà-
ðàêòåð íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ äëß ìàòåðèàëîâ Ìóíè è Ìóðíàãàíà ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷åí.
Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé â ñòàòüå ìåòîä ïîçâîëßåò íàéòè
ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè íàïðßæåíèé âáëè-
çè êðóãîâûõ âêëþ÷åíèé, îáðàçîâàííûõ â ïðåäâàðèòåëüíî íàãðóæåííûõ òåëàõ èç
íåëèíåéíî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèßõ. Ïðèâåäåííûå ðåçóëü-
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òàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íåëèíåéíûå ýôôåêòû ïî-ðàçíîìó ïðîßâëßþòñß äëß ìàòåðè-
àëîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ.
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